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	MPSI 2

Lycée Fénelon
	DEVOIR SURVEILLÉ DE MATHS N°7/2017

4 heures

Calculatrice autorisée.

Sur 95 ramené à 80.


I) Autour de l’indépendance mutuelle des évènements (sur 40).

Considérons une famille 
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de n évènements d’un espace probabilisé ; on dit que ces évènements sont mutuellement indépendants si pour toute famille d’indices 
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1) Combien d’égalités doit-on donc vérifier si l’on doit démontrer que la famille 
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 est formée d’évènements mutuellement indépendants ?

2) Soient A,B,C trois évènements deux à deux disjoints (ou incompatibles) de même probabilité 
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. Montrer qu’il y a une valeur de p telle que 
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 sont deux à deux indépendants. Sont-ils alors mutuellement indépendants ?

3) Soient A,B,C trois évènements deux à deux disjoints de même probabilité 
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, X un évènement de probabilité  q > 0, disjoint des trois autres,

et 
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A quelle condition a-t-on 
[image: image10.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

PABCPAPBPC

¢¢¢¢¢¢

ÇÇ=

 ?

A quelle condition a-t-on 
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En déduire un exemple simple où (1) est vraie, et (2) fausse.

4) On admet que si 
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 est formée d’évènements mutuellement indépendants , alors toute famille d’évènements concernant des 
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 avec des indices différents est formée d’évènements mutuellement indépendants ; par exemple, si 
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 sont mutuellement indépendants, alors 
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 le sont aussi, ainsi que 
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, ou encore 
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Soit 
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 formée d’évènements mutuellement indépendants ; quelle est, en fonction des 
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, la probabilité que l’un des 
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 soit réalisé (autrement dit 
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) ? Indication : passer au complémentaire.

5) On joue 4 fois à pile ou face (pièce non pipée, jeux indépendants), les résultats étant rangés en carré. Quelle est la probabilité que dans ce carré au moins une colonne ne soit formée que de « pile » ?

6) Généralisation : on joue 
[image: image22.wmf]2

n

 fois à pile ou face (pièce non pipée, jeux indépendants). On range les résultats dans un carré de côté n. 


a) Quelle est la probabilité que la première colonne ne soit formée que de « pile » ?


b) Quelle est la probabilité 
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 qu’il y ait au moins une colonne formée uniquement de « pile » ?


c) Déterminer un équivalent simple de 
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 quand n tend vers l’infini ; on rappelle que lorsque u tend vers 0, 
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7) On considère 3 évènements 
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 mutuellement indépendants, de probabilités respectives 
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. Quelle est la probabilité que 2 au moins parmi ces trois évènements soient réalisés ?

Réponse : 
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8) On joue 9 fois à pile ou face (pièce non pipée, jeux indépendants). On range les résultats en carré. Quelle est la probabilité qu’au moins deux colonnes soient formées uniquement de « pile » ?

9) Généralisation : on joue 
[image: image30.wmf]2
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 fois à pile ou face (pièce non pipée, jeux indépendants). On range les résultats dans un carré de côté n. 

a) Quelle est la probabilité qu’exactement une colonne soit formée uniquement de « pile » ?

b) Quelle est la probabilité qu’au moins deux colonnes soient formées uniquement de « pile » ?

II) Sous-espaces vectoriels (sur 10).

Déterminer si les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de 
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III) Familles de vecteurs (sur 17).

On se donne dans E = K4 les 4 vecteurs :
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1) Montrer que la famille F=(a, b, c, d) est liée et que (a, b, c) est libre…

a) … en utilisant la définition des familles libres.

b)… en utilisant la technique de détermination du rang.

2) Déterminer un système d'équations cartésiennes de F = Vect(a, b, c)  (on écrira que 
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, puis on déterminera l’équation de compatibilité de (S) en le résolvant) ; que dire de Vect(a, b, c, d) ?

3) Vérifier que les 3 sous-familles obtenues en enlevant un vecteur à F sont libres.

4) Donner un exemple de famille de 4 vecteurs de rang 3 dont une sous-famille de 3 vecteurs est liée.

5) Montrer que plus généralement si p vecteurs forment une famille F de rang 
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 et qu’il existe une combinaison linéaire nulle de ces p vecteurs avec des coefficients tous non nuls, alors toutes les sous-familles à 
[image: image41.wmf]1

p

-

 vecteurs de F sont libres.

IV) Sur la série harmonique (sur 33).

On pose 
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1) Montrer que les suites 
[image: image44.wmf]()  et  ()
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 sont adjacentes ; leur limite commune est la constante d’Euler, notée  .

2) En déduire un encadrement de , puis un encadrement de
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, puis le fait que 
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 (il s’agit d’un grand O).

3) On pose 
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a) Déterminer 
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b) On pose  
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(série harmonique alternée) ; vérifier que 
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c) Démontrer à partir de la définition de la limite (avec des ) que si une suite 
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 est telle que les deux sous-suites 
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 sont convergentes de même limite alors la suite 
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 est elle-même convergente.

d) En utilisant c), montrer la convergence de 
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 et déterminer la valeur de 
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e) En déduire la valeur de 
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4)  Comme 
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, on va s’intéresser à la différence 
[image: image61.wmf],

npnpnp

hhh

g

=+-

 pour n et p entiers 
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a) Montrer que 
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 est encadré par deux constantes ; nous allons maintenant préciser les bornes.

b) Fixons p et posons : 
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 ; montrer que 
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 est décroissante de limite 
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c) En déduire que 
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